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РЕФЕРАТ 

Отчет 31 с., 38 источников. 

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ, МНОГОСЛОЙНЫЕ ПЛЕНОЧНЫЕ ВКЛЮЧЕНИЯ, ПЛЕНОЧНЫЕ 

ГРАНИЦЫ ОБЛАСТЕЙ, СОСРЕДОТОЧЕННЫЕ НАГРУЗКИ 

Объектом исследования являются краевые задачи математической физики в областях с 

пленочными структурами в виде многослойных пленочных включений, пленочных границ 

областей, точечных масс, упругих контактов и т.д.  

 Целью работы является разработка аналитических методов решения краевых задач с 

пленочными структурами и их применение к решению новых нестандартных задач матема-

тической физики.  

Результаты работы. В 2015 г.:  

- разработан новый метод решения краевых задач математической физики в областях, 

ограниченных многослойными пленками,  

- проведено математическое обоснование разработанного ранее «метода свертывания 

разложений Фурье» и нового метода: для рассмотренных задач с пленками доказаны теоре-

мы существования и единственности, а также доказана сходимость рядов и интегралов в по-

лученных формулах,  

- разрабатывается новая тема, связанная с приложениями квазиинтегралов Фурье, 

введенных в рассмотрение руководителем проекта в 2004 г. [31],  

- налажено сотрудничество с Институтом природных ресурсов, экологии и криологии 

СО РАН и с физической лабораторией Брянского государственного университета им. акаде-

мика И.Г. Петровского (УИЦ БФЛ), что позволило найти новые направления приложений 

полученных результатов с пленками.  

Полученные результаты опубликованы в одной монографии «Задачи математической 

физики в областях с пленочными включениями» [32] и в 5 статьях [33]-[37]. Кроме того, од-

на статья принята к печати в журнале «Математические заметки» из перечня Web of Science, 

SCOPUS (выйдет в свет в марте 2016 г. [38]).  

Результаты работы могут быть использованы  

- при исследование динамических процессов в композитных материалах, содержащих 

наноразмерные пленочные включения и пленочные покрытия,  

- в расчетах колебательных процессов с сосредоточенными нагрузками и с упругими 

контактами составных элементов (мостов, балок, антенн и т.д.), 

- в задачах теплоизоляции зданий и других объектов,  

- в задачах экранирования загрязненных зон. 
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 Развитие исследования. Разработанными методами можно эффективно решать новые 

задачи в областях с пленочными включениями и пленочными границами. К ним относятся 

задачи математической физики с криволинейными многослойными пленками, задачи о коле-

бании объектов с комбинациями сосредоточенных нагрузок и упругих контактов, задачи в 

кусочно-однородных и кусочно-неоднородных анизотропных областях при наличии пленоч-

ных включений и др.  
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ВВЕДЕНИЕ 

 

В современных условиях большой практический и научный интерес имеет исследова-

ние различных динамических процессов (тепломассопереноса, фильтрации жидкости, элек-

тродинамики, диффузии) в материалах, содержащих пленочные включения и пленочные по-

крытия, которые моделируют естественные и искусственные экраны, дренажи, проводники, 

электроды, мембраны, изоляторы и т.д. Развитие нанотехнологий связано с разработкой но-

вых материалов с тонкими пленочными покрытиями. Кроме того, в технике широкое приме-

нение находят композитные материалы, содержащие пленочные включения и пленочные по-

крытия (нанокомпозиты). В задачах экологии при экранировании загрязненных зон, а также 

в задачах теории фильтрации для управления потоками используются пленочные структуры 

в виде сильно проницаемых дренажей и слабо проницаемых завес-экранов. В радиоэлектро-

нике в связи с миниатюризацией радиоаппаратуры применяются пленочные элементы.  

Пленочные включения, несмотря на свой незначительный объем, могут существенно 

искажать картину динамических процессов, протекающих в указанных материалах.  

 Также большой интерес имеют задачи о колебании протяженных составных объектов 

с сосредоточенными нагрузками, точечными массами, упругими прокладками и т.д. К ука-

занным задачам относятся задачи о колебании нагруженных балок, пролетов мостов, крыль-

ев самолетов, антенн и т.д.  

Сказанное выше определяет актуальность темы исследования.  

Решению краевых задач в областях с пленочными включениями посвящены работы  

Пилатовского В.П., Н.И. Мусхелишвили Н.И., Абдурахманов И.М., Симоненко И.Б., Крутит-

ского П.А, Номировского Д.А., Сетуха А.В., Колтона Д. и других [1]-[10]. Как правило, ре-

шения краевых задач с пленочными включениями ищутся в виде тех или иных потенциалов с 

неизвестной плотностью при интегрировании по контуру пленки, что приводит к системе 

интегральных или интегро-дифференциальных уравнений. В работах Коляно Ю.М. условия 

на пленке включены в дифференциальное уравнение, коэффициенты которого являются 

обобщенными функциями типа дельта-функции с особенностью на пленке, что приводит к 

достаточно сложной задаче [11].  

При решении задач о движении струн с точечными массами применяются методы ря-

дов Фурье, преобразований Фурье, численное моделирование, асимптотические методы, ме-

тоды теории усреднения [12]-[20]. При этом основная проблема заключается в нахождении 

спектра собственных частот.  
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Следует отметить, что численные методы для решения краевых задач с пленками и 

сосредоточенными нагрузками малоэффективны, т.к. требуют достаточно мелкой сетки ап-

проксимации в окрестности пленок, где имеет место резкое изменение параметров.  

В данном проекте разработаны методы, позволяющие получать точные аналитические 

решения краевых задач для широкого класса линейных уравнений (эллиптических, гипербо-

лических и параболических) в областях с пленочными включениями и пленочными граница-

ми [21]-[30]. В 2015 г. руководителем проекта разработан новый эффективный метод реше-

ния краевых задач в областях с многослойными пленочными границами [32], [36]. Указан-

ный метод, как и разработанный ранее «Метод свертывания разложений Фурье» [21]-[24], 

позволяет выводить формулы, выражающие решения задач с пленками через решение анало-

гичных классических задач без пленок с граничными условиями первого или второго рода 

при сохранении уравнения и граничных функций. При этом в новом методе вывод указанных 

формул сводится к решению линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с по-

стоянными коэффициентами. В итоге решения задач с пленками сводятся к решению анало-

гичных задач без пленки и к решению указанного обыкновенного дифференциального урав-

нения. При этом если известно решение некоторой классической задачи без пленок, то по 

выведенным формулам получаем решения серии аналогичных задач с различными пленками. 

Полученные решения имеют вид достаточно простых формул, т.к. содержат сложность лишь 

от наличия пленок, а сложность от классической составляющей задачи включена в ее извест-

ное решение. 

 Кроме того, в 2015 г. руководителем проекта получено математическое обоснование 

выведенных формул [32], [35]: доказаны теоремы существования и единственности и полу-

чены условия сходимости интегралов в полученных решениях задач с многослойными плен-

ками. Также доказана теорема двойственности, согласно которой первые и вторые типы кра-

евых задач с многослойными пленками на границе связаны между собой определенными 

формулами, т.е. зная решение одной из этих задач, по указанным формулам получаем реше-

ние другой задачи, при этом сильно- и слабо проницаемые прослойки в многослойной плен-

ке меняются ролями [32], [33].  

Разрабатывается новая тема, связанная с приложениями квазиинтегралов Фурье [31],  

[37]. Метод квазиинтегралов Фурье позволяет решать краевые задачи для граничных функ-

ций, которые в бесконечности могут возрастать по произвольному степенному закону, что 

существенно расширяет класс решаемых задач. При этом классический метод Фурье для ука-

занных задач неприменим.  

 В 2015 г. налажено сотрудничество с Институтом природных ресурсов, экологии и 

криологии СО РАН. В лаборатории криогенеза указанного института исследуются темпера-
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турные волны в курумах (в крупных обломочных отложениях скальных горных пород), ко-

торые изобилуют разломами и трещинами. Моделируя указанные трещины многослойными 

пленками, можно для решения задач теплопроводности в курумах эффективно применять 

разработанные по гос.заданию методы [34].  

Кроме того, налажены связи с Учебно-исследовательским центром «Брянской физи-

ческой лаборатории» Брянского государственного университета им. академика И.Г. Петров-

ского (УИЦ БФЛ). В указанной лаборатории в частности проводятся эксперименты по теп-

лопроводности кристаллов с пленочными покрытиями, что дает возможность сравнить тео-

ретические формулы, полученные по гос.заданию, с экспериментальными данными.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 9 

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 

 

1 Краевые задачи в областях с наноструктурными границами (покрытиями). Теорема 

двойственности [32], [33] 

 

В пространстве 1),...,
1

,(  mR
m

yyx  рассмотрен произвольный полуцилиндр 

)()0( mRQyxD  , граница которого 0x  (основание полуцилиндра) является 

многослойной пленкой, состоящей из чередующихся сильно- и слабо проницаемых просло-

ек. Сильно- и слабо проницаемые прослойки моделируются бесконечно тонкими слоями со-

ответственно с бесконечно большой и бесконечно малой проницаемостью [21]-[30]. При 

этом i -я сильно проницаемая прослойка характеризуется параметром 
i

A , где 
i

Alk 
0

, 

0l  – толщина, а 
0

k  – проницаемость слоя, вырождающегося в сильно проницаемую 

прослойку. Аналогично параметр j -й слабо проницаемой прослойки 
j

B  определяется как 

предел 
j

Bkl 
0

, где 0l  – толщина, а 0
0
k  – проницаемость слоя, вырождающегося 

в слабо проницаемую прослойку.  

Показано, что на многослойной пленке 0x  можно рассматривать обобщенные гра-

ничные условия двух типов и соответственно два типа краевых задач: при заданном значе-

нии искомого потенциала (условие 1-го типа) и при заданном значении нормальной скорости 

(условие 2-го типа) на внешней стороне пленки при 0x . В граничных условиях первого 

типа последняя прослойка 0x  должна быть слабо проницаемой, а в граничных условиях 

второго типа – сильно проницаемой, т.к. для граничных условий первого (второго) типа до-

бавление сильно (слабо) проницаемой прослойки 0x  не меняет этого граничного усло-

вия. При этом в зависимости от количества сильно- и слабо проницаемых прослоек в пленке 

порядок производных от искомой функции в обобщенных граничных условиях может быть 

произвольным. Отметим, что при отсутствии пленок, т.е. при 0
j

B
i

A  (при идеальном 

контакте с внешней средой), граничные условия 1-го и 2-го типа совпадают с классическими 

граничными условиями соответственно 1-го и 2-го рода. При этом классическое граничное 

условие третьего рода является обобщенным граничным условием 1-го типа на однослойной 

слабо проницаемой пленке.  

Пусть пленка 0x  состоит из n2  чередующихся сильно- и слабо проницаемых про-

слоек с параметрами соответственно 
1

A ,
2

B ,…,
12 n

A ,
n

B
2

, где 0
1
A  – параметр первой 
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прослойки 0x  и пленку замыкает слабо проницаемая прослойка 0x  с параметром 

0
2


n

B . Рассмотрим для функции ),( yxu  в полуцилиндре D  класс задач 1-го типа  

 

02  Luu
x

,              0
),(|


Syx

Mu ,                                               (1.1) 

 

)(
0|2

y
x

u
n

Fu 


 ,                                                           (1.2) 

 

где rxrr
x

 ; L  – произвольный линейный дифференциальный оператор по перемен-

ным iy , т.е. оператор L  не содержит производных по x  и коэффициенты при производных 

не зависят от x ; S  – боковая поверхность полуцилиндра D ; M  (как и L ) является линей-

ным оператором по переменным iy , в частности M  – оператор классических граничных 

условий 1-го, или 2-го, или 3-го рода; оператор nF2  строится по рекуррентным формулам 

[30]: 

 

                  uFuF ii 2212   ,        uGuFuAuG iixii 2222
2

1212 )(   ,  

 

                      uFuGuBuF iixii 121222 )(   ,           uGuG ii 122  ,  

 

000 GF , ni ,...,1 . Здесь операторы L , M  считаются такими, для которых соответ-

ствующая классическая задача без пленки вида  

 

                 02  Lffx ,           0),(| SyxMf ,        )(0| yf x    

 

корректна. Для волнового уравнения (1.1) обобщенное граничное условие (1.2) соответствует 

наличию комбинации точечных масс и упругих контактов на границе 0x .  

 Наряду с данной задачей рассмотрим для функции ),( yxv  в полуцилиндре D  анало-

гичный класс задач 2-го типа:   

 

02  Lvvx ,            0),(| SyxMv ,                                                   (1.3) 
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)(
~

0|2 yvGv xnx   ,                                                                  (1.4) 

где оператор nG2

~
 строится по рекуррентным формулам [30]: 

 

            vFvGvBvF iixii 22221212

~
)

~
(

~~
  ,     vGvG ii 2212

~~
  ,  

 

            vFvF ii 122

~~
 ,       vGvFvAvG iixii 1212

2
22

~
)

~
(

~~
  ,  

 

0
~~

00 GF , ni ,...,1 . Здесь граница 0x  является многослойной пленкой, состоящей 

из чередующихся слабо- и сильно проницаемых прослоек с параметрами соответственно ви-

да 1

~
B , 2

~
A ,…, 12

~
nB , nA2

~
, где 0

~
1 B  – параметр первой слабо проницаемой прослойки 

0x , 0
~

2 nA  – параметр последней сильно проницаемой прослойки 0x .  

Доказано [32], [33], что задачи 1-го и 2-го типа связаны друг с другом в следующем 

смысле. 

 Теорема 1. Если функция ),( yxu  является решением задачи 1-го типа (1.1), (1.2), то 

функция uv x  является решением задачи 2-го типа (1.3), (1.4), в которой ii AB 
~

, 

jj BA 
~

, )()( yLy   , и обратно, если ),( yxv  является решением задачи 2-го типа 

(1.3), (1.4), то функция vu x  является решением задачи 1-го типа (1.1), (1.2), в которой 

ii BA
~

 , jj AB
~

 , )()( yy   .  

В указанных задачах сильно- и слабо проницаемые прослойки меняются ролями. Из 

теоремы следует, что зная решение ),( yxv  задачи 2-го типа, по формуле vu x  можно 

найти решение задачи 1-го типа при сохранении граничной функции )()( yy   . Однако 

для нахождения решения задачи 2-го типа по известному решению ),( yxu  задачи 1-го типа 

необходимо определить граничную функцию )(y  по заданной граничной функции )(y  

из дифференциального уравнения: )()( yLy   .  
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2 Метод сведения задач в областях с пленочными границами к обыкновенным  

дифференциальным уравнениям [32], [36] 

 

 

2.1 Задачи с обобщенными граничными условиями 1-го типа  

 

Рассмотрим полуцилиндр )()0( mRQyxD  , основанием которого 

является многослойная пленка 0x , состоящая из r2  чередующихся сильно- и слабо про-

ницаемых прослоек с параметрами соответственно 1A , 2B ,…, 12 rA , rB2 . Рассмотрим в D  

класс краевых задач первого типа при заданном потенциале )(y  на внешней стороне плен-

ки вида   

 

 02  Luux ,            0| SMu ,            0x ,                                  (2.1.1) 

 

)(0|2 yuFu xr   ,                                                              (2.1.2) 

 

где оператор rF2  строится по рекуррентным формулам  

 

      uFuF ii 2212   ,               uGuFuAuG iixii 2222
2

1212 )(   ,  

(2.1.3) 

         uFuGuBuF iixii 121222 )(   ,                uGuG ii 122  ,  

 

000 GF , ri ,...,1 , DS  .  

Пусть известно решение ),( yxf  аналогичной классической задачи в полуцилиндре 

D  без пленки с граничным условием первого рода на основании 0x  при сохранении гра-

ничной функции )(y  (2.1.2): 

 

02  Lffx ,            0| SMf ,        )(0| yf x  ,                               (2.1.4) 

 

при этом задача (2.1.4) считается корректной. Выразим решение задачи (2.1.1), (2.1.2) через 

функцию ),( yxf .  
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Из равенств (2.1.3) следует, что оператор uF r2  граничного условия (2.1.2) является 

линейным дифференциальным оператором по переменной x  с постоянными коэффициента-

ми порядка r2 , где 0  и 1  соответственно при 01 A  и 01 A .  

Рассмотрим для функции ),( yxu  при 0 x  обыкновенное линейное диффе-

ренциальное уравнение по переменной x  с постоянными коэффициентами, аналогичное 

граничному условию (2.1.2):  

 

),(2 yxfuFu r  ,                                                            (2.1.5) 

 

где y  – параметр, ),( yxf  – решение задачи (2.1.4). Доказано [32], что характеристический 

многочлен уравнения (2.1.5) имеет вид 

 

1)()(   rpd ,                                                            (2.1.6) 

 

где функция 0)( rp  строится по рекуррентным формулам   

 

                      1112 )1(   iiii qpAq  ,       12 )1(  iiii pqBp ,  

 

ri ,...,1 ; 000  qp , при этом 0)( d  при  0 . Функция )(d  (2.1.6) является 

многочленом степени   r2 . Пусть многочлен )(d  (2.1.6) имеет корни j  кратно-

сти jm : 
pm

p
m

cd )()( 1
1   . Отсюда ограниченное в полуцилиндре D  решение 

уравнения (2.1.5) имеет вид  

 

 
 








p

j

m

k

ktkj
j

j tdytxfte
k

b

c
yxu

1 1 0

1 ),(
)!1(

1
),(


.                                    (2.1.7) 

 

где c  и kjb  – постоянные. Полученная функция (2.1.7) является решением исходной задачи с 

многослойной пленкой (2.1.1), (2.1.2) [32].  

 Для двухслойной пленки типа ( BA, ) обобщенное граничное условие (2.1.2) имеет 

вид  
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)(
0|

2 y
x

uu
x

Bu
x

AB 


 .                                    (2.1.8) 

 

Теорема 2. Если функция ),( yxf  является решением корректной задачи (2.1.4) и 

удовлетворяет вместе с производными, входящими в уравнение (2.1.4), условию  

 

)
||

(|),(|
x

eOyxf


 ,        x ,       
j

 Remin0  ,                      (2.1.9) 

 

то решение задачи (2.1.1), (2.1.8) существует, единственно и в случаях 0T  и 0T  

строится соответственно по формулам   

 

















 





0

21),(
1

),( dt
t

e
t

eytxf
T

yxu


                                    (2.1.10) 

и  









0

),(31
),( dtytxft

t
e

AB
yxu


,                                             (2.1.11) 

где  

               
AB

T
j

B

j 2

)1(
 ,         2,1j ,         

A2

1

3
 ,         )4( ABBT  .  

 

Операторы (2.1.10), (2.1.11) отображают решения ),( yxf  классических задач (2.1.4) 

на решения задач (2.1.1), (2.1.8) с пленкой. Обратный оператор имеет вид   

 

                                uu
x

Bu
x

AByxf  2),( .  

 

В случае трехслойной пленки типа ( 21 ,, BAB ) обобщенное граничное условие (2.1.2) 

имеет вид 

 

)(
0|

)
21

(2
2

3 y
x

uu
x

BBu
x

ABu
x

s 


 ,                           (2.1.12) 

 

где 21 ABBs  , при этом характеристический многочлен (2.1.6) равен 
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1)
21

(2
2

3)(   BBABsd .                                         (2.1.13) 

  

Теорема 3. Если функция ),( yxf  является решением корректной задачи (2.1.4) и 

удовлетворяет вместе с производными, входящими в уравнение (2.1.4), условию (2.1.9), где 

i  – корни многочлена (2.1.13), то решение задачи (2.1.1), (2.1.12) существует, един-

ственно и в случаях ))()(()( 321   sd , ji   ; 

)()()( 2
2

1   sd , 21    и 
3

1)()(   sd  строится соответственно по 

формулам   

 

                

















 











0 3231

3

3221

2

3121

1
),(

1
),( dt

t
e

t
e

t
e

ytxf
s

yxu












, 

 

                  

 





0

]2)1
21

(1)[,(
2
21

1
),( dt

t
et

t
eytxf

s
yxu







  

и 

                         

 


0

21),(
2

1
),( dtt

t
eytxf

s
yxu


,  

 

где s  имеет вид (2.1.12), ijji   .  

 Обратный оператор, отображающий решения задач (2.1.1), (2.1.12) на решение клас-

сической задачи (2.1.4), имеет вид uuBBuABusyxf xxx  )(),( 21
2

2
3

.  

 Решение задач с неоднородными условиями вида  

 

                     ),(2 yxHLwwx  ,            ),(| yxhMwS  ,  

 

                                    )(10|2 ywFw xr     

 

определяется равенством vuw  , где ),( yxv  – решение аналогичной классической зада-

чи в D  без пленки: 
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                  ),(2 yxHLvv
x

 ,     ),(| yxhMvS  ,      00| xv ,  

 

а функция ),( yxu  – решение рассмотренной задачи (2.1.1), (2.1.2) с граничной функцией  

0|2
)(

1
)(




x
v

r
Fyy  .  

 

 

2.2 Задачи с обобщенными граничными условиями 2-го типа  

 

Рассмотрим в полуцилиндре )()0( mRQyxD   класс краевых задач второго 

типа:  

 

02  Luu
x

,            0
|


S

Mu ,                                                     (2.2.1) 

 

)(
0|2

y
x

u
r

Gu
x




 ,                                                        (2.2.2) 

 

где оператор rG2  определяется из рекуррентных формул [30]: 

 

         u
i

Fu
i

Gu
xi

Bu
i

F
22

)
22

(
1212 










,          u
i

Gu
i

G
2212 




,  

(2.2.3) 

         u
i

Fu
i

F
122 

 ,              u
i

Gu
i

Fu
xi

Au
i

G
12

)
12

(2
22 




 ,   

 

000 GF , ri ,...,1 . В данном случае граница 0x  является многослойной пленкой, 

состоящей из r2  чередующихся слабо- и сильно проницаемых прослоек с параметрами со-

ответственно 1B , 2A ,…, 12 rB , rA2 . Пусть известно решение ),( yxf  аналогичной классиче-

ской задачи в D  без пленки с граничным условием второго рода при 0x  с сохранением 

граничной функции )(y (2.2.2):  

 

02  Lff
x

,          0
|


S

Mf ,       )(
0|

y
x

f
x




 .                          (2.2.4) 
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Выразим решение задачи (2.2.1), (2.2.2) через функцию ),( yxf .  

Из равенств (2.2.3) следует, что оператор uG r2  граничного условия (2.2.2) является 

линейным дифференциальным оператором по переменной x  с постоянными коэффициента-

ми.  

Рассмотрим для функции ),( yxu  при 0 x  обыкновенное дифференциальное 

уравнение по переменной x  вида  

 

),(
2
ˆ yxfu

r
Gu  ,                                                      (2.2.5) 

 

где ),( yxf  – решение задачи (2.2.4), y  – параметр, оператор uG r2
ˆ  строится по рекуррент-

ным формулам  

 

     uFuGuBuF iixii 22221212 )(   ,              u
i

Gu
i

G
22

ˆ
12

ˆ





,  

 

       u
i

Fu
i

F
12

ˆ
2
ˆ


 ,                    u

i
Gu

xi
Fu

xi
Au

i
G

12
ˆ)2

12
ˆ(

22
ˆ





 ,   

 

0
0
ˆ

0
ˆ  GF , ri ,...,1 , т.е. uG r2 u

r
G

x 2
ˆ , при этом граничное условие на пленке (2.2.2) 

примет вид  

 

                                   )(
0|

)
2
ˆ( y

x
u

r
Gu

x



 .  

 

Характеристический многочлен уравнения (2.2.5) имеет вид  

 

1)()(   rqd ,                                                                    (2.2.6) 

 

где функция )(rq  строится по рекуррентным формулам  

 

                         
1

)
1

1(
12 








i

p
i

q
i

B
i

p  ,        
1

)1(
2 


i

q
i

p
i

A
i

q  ,  

 

ri ,...,1 , 0
00
 qp .  
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Пусть многочлен )(d  (2.2.6) имеет корни j  кратности jm . Отсюда ограничен-

ное в полуцилиндре D  решение уравнения (2.2.5) получим в виде  

 

















p

j

j
m

k

tdytxfkt
t

j
e

k

kj
b

c
yxu

1 1 0

),(1

)!1(

1
),(


.                          (2.2.7) 

 

Формула (2.2.7) дает решение исходной задачи (2.2.1), (2.2.2) [32].  

 Для двухслойной пленки типа ( AB, ) обобщенное граничное условие (2.2.2) имеет 

вид  

 

)(0|

23 yuuAuAB xxxx   ,                                              (2.2.8) 

 

где ),( yxf  – решение классической задачи (2.2.4). Отсюда решение задачи (2.2.1), (2.2.8) 

получено в виде  

 

                       





0

21),(
1

),( dteeytxf
T

yxu
tt 

 

и  

                            





0

),(
1

),( 3 dtytxfte
AB

yxu
t

  

 

соответственно при 0T  и 0T , где 1)2]()1([  ABTA j

j , )4( BAAT  , 1

3 )2(  B . 

При этом имеет место теорема, аналогичная теореме 2 (стр. 14).  

В случае трехслойной пленки типа ( 21 ,, ABA ) обобщенное граничное условие (2.2.2) 

имеет вид 

 

)()( 0|

2

21

3

2

4 yuuAAuBAus xxxxx   ,                               (2.2.9) 

 

где 21BAAs  , при этом характеристический многочлен (2.2.6) определяется равенством  

 

1)()( 21

2

2

3   AABAsd                                          (2.2.10) 
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Теорема 4. Если функция ),( yxf  является решением корректной задачи (2.2.4) и удо-

влетворяет вместе с производными, входящими в уравнение (2.2.4), условию  

 

          )(|),(| ||xeOyxf  ,        x ,       j Remin0  ,  

 

где i  – корни многочлена (2.2.10), то решение задачи (2.2.1), (2.2.9) существует, един-

ственно и в случаях ))()(()( 321   sd , ji   ; )()()( 2

2

1   sd , 21    

и 3

1)()(   sd  строится соответственно по формулам   

 

               
 













0 323132213121

321

),(
1

),( dt
eee

ytxf
s

yxu
ttt





;  

 

                 





0

212

21

])1()[,(
1

),( 21 dteteytxf
s

yxu
tt  


 

и 

                            





0

21),(
2

1
),( dtteytxf

s
yxu

t
,  

 

где ijji   .  

 Решение задач с неоднородными условиями  

 

               ),(2 yxHLwwx  ,            ),(| yxhMwS  ,  

 

                       )(10|2 ywGw xrx     

 

имеет вид vuw  , где ),( yxv  – решение классической задачи в D  без пленки:  

 

        ),(2 yxHLvvx  ,        ),(| yxhMvS  ,          00|  xxv ,  

 

а ),( yxu  – решение задачи (2.2.1), (2.2.2) с граничной функцией  0|21 )()(  xrvGyy  .  
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3 Решение краевых задач с двухслойной пленкой. Теорема существования и  

единственности [32], [35] 

 

В цилиндре )()( mRQyxD  , состоящем из двух полуцилиндров 

)0(
1

xD  и )0(
2

xD , для функций ),( yx
i

u  в 
i

D  рассмотрен класс задач  

 

011
2  Luux ,             0

|1 
S

Mu ,          0x ,                                      (3.1) 

 

),(22
2 yxHLuux  ,       ),(

|2 yxhMu
S
 ,     0x ,                        (3.2) 

 

0x :        2212 uBkuu x ,          1
2

1122 uAukuk xxx  .                  (3.3) 

 

В данном случае полуцилиндры iD  разделены двухслойной пленкой 0x , состоящей из 

сильно проницаемой прослойки 0x  с параметром A  и слабо проницаемой прослойки 

0x  с параметром B .  

Теорема 5. Если функция ),( yxf  является решением корректной задачи  

 










,0),,(

,0,02

xyxH

x
fLf

x
              










,0),,(

,0,0

| xyxh

x

S
Mf                      (3.4) 

по переменной x  функция )(4),( DCyxf   и при x  эта функция вместе с производ-

ными, входящими в задачу (3.4), имеет асимптотику  

 

                       )
||

(|),(|
x

eOyxf


 ,        
j

 Remin0  ,  

то решение задачи (3.1)-(3.3) существует, единственно и выражается через функцию 

),( yxf  по  формулам  
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1
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t
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t
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,                                              (3.5) 
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2

yxfyxfu  
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            (3.6) 

 

при 0T  и  



 


0

3),(
2

1
tdt

t
eytxf

AB
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,                                                     (3.7) 

 

    ),(),(
2

yxfyxfu  







0

)
31
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2

2
tdAtAk

t
eytxf
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           (3.8) 

 

при 0T , где  

 

                      

2
2

)1(
21

ABk

TikBkA

i


 ,      2

2
42)

21
( ABkkBkAT  .  

 

Показано, что правые части формул (3.4.5)-(3.4.8) являются операторами, которые 

действуют на функцию ),( yxf  по одной переменной x  и отображают решения задач (3.4) 

без пленки на решения задач (3.1)-(3.3) с пленкой, при этом )(4 DC
i

u   по переменной x . 

Обратный оператор получен в виде [32]  
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где x , при этом выполняется необходимое условие  

 

                           
kx

yfk

kx

yfk








 ),0(),0(
,            ,...2,1,0k , 

 

т. е. )(4),( DCyxf  . 

 

 

 

4 Решение краевых задач для уравнения Лапласа в полуплоскости с неограниченными 

граничными функциями. Метод квазиинтегралов Фурье [37] 

 

Рассмотрена третья краевая задача в полуплоскости )0,(  yRxD  с достаточно 

гладкой граничной функцией, которая в бесконечности имеет произвольный степенной рост, 

т.е. на границе полуплоскости имеет место слабо проницаемая пленка и в бесконечности 

граничная и искомая функция имеют особую точку.  

Задача имеет вид  

 

0 ,          0y ,                 )(
0|

xf
y

h
y




  ,                       (4.1) 

где 0h  – постоянная,   – оператор Лапласа по переменным yx, ; )()( nxOxf   при 

|| x ; аналогичную особенность в   имеет искомая функция ),( yx .  

Предположим, что n -я производная от функции )(xf  разлагается в классический ин-

теграл Фурье:  
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.                                               (4.2) 
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Здесь граничная функция )(xf  не разлагается в интеграл Фурье, при этом учитывается, что 

операция дифференцирования понижает порядок полюсов в  . Дифференцируя задачу (4.1) 

n  раз по свободной переменной x , для функции 
n

  получаем аналогичную задачу с 

граничной функцией )(
)(

x
n

f :  

 

0 ,         0y ;                    )(
)(

0|
x

n
f

y
h

y



 ,                            (4.3) 

 

здесь нижний числовой индекс n  при n  означает производную n -го порядка по x . Приме-

няя метод разделения переменных, найдем ограниченное в полуплоскости 0y  решение 

задачи (4.3) в виде  

 





0

21 ]cos)(sin)([),(   dxFxFeyx y

n ,       0y ,              (4.4) 

где  

                                                
h

f
F i

i








)(
)( , 

 

)(if  имеют вид (4.2). Отсюда для решения ),( yx  задачи (4.1) получили задачу о восста-

новлении гармонической функции по одной ее n -й производной nyx  ),(  вида (4.4). 

Определяя последовательно сопряженную гармоническую функцию и вычисляя соответ-

ствующий криволинейный интеграл, на k -м шаге получим  
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сопряженные гармонические по переменным yx,  функции ),,( yxPk  и ),,( yxQk  строятся 

по рекуррентным формулам  
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причем 0 kk QP  при 0 yx . Отсюда с учетом 2
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где при 1k  в первых двух равенствах суммы 0 .   

 Отсюда по формуле (4.5) при nk   найдем решение исходной задачи (4.1) в виде  
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где if , nP , nQ , kR , kI  имеют вид (4.2), (4.6)-(4.8).   

Доказано [37], что подынтегральная функция (4.9) в особой точке 0  имеет конеч-

ный предел, при этом  
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 Теорема 6. Если граничная функция )()( 1 RCxf n , )()1( xf n  – абсолютно интегриру-

ема при Rx  и )()( xf n  разлагается в интеграл Фурье, то решение третьей граничной за-

дачи (4.1) строится по формуле (4.9) с точностью до n  постоянных )0,0(k , 

1,...,0  nk . 

 Таким образом, для единственности решения задачи (4.1) следует, кроме граничной 

функции )(xf , задать значения указанных производных от искомого решения по перемен-

ной x  в одной точке. Решение задачи получено в виде квазиинтеграла Фурье (4.9) с класси-

ческими коэффициентами Фурье от n -ой производной граничной функции. Полученные ре-

зультаты позволяют решать краевые задачи с особыми точками в бесконечности. 

 Аналогично решаются краевые задачи первого и второго рода в полуплоскости с гра-

ничными функциями, неограниченными в бесконечности. На основании полученных формул 

с помощью конформного отображения z1 , где  i , iyxz  , можно решать ука-

занные задачи в полуплоскости 0  плоскости   для уравнения Лапласа с неограничен-

ными граничными функциями в окрестности точки 0 .  

 

 

 

 

5 Решение некоторых прикладных задач. Температурные волны в курумах [34] 

 

 Курумы – скопления обломков скальных горных пород, расположенных на коренных 

скальных породах. В работе рассмотрен курум в виде пласта )0(1 hzD   толщины h  с ко-

эффициентом теплопроводности 1k  (ось z  направлена вниз). Подстилающий пласт корен-

ных пород )(2  zhD  имеет коэффициент теплопроводности 2k . На внешней границе ку-

рума 0z  задано изменение температуры (потенциала) по синусоидальному закону от вре-

мени t , что моделирует суточные или сезонные колебания температуры. Пусть в каждом 

вертикальном сечении процесс теплообмена одинаков, т.е. рассмотрим одномерную задачу 

теплопроводности по пространственной переменной z . Следуя линейной модели, для тепло-

вых потенциалов ),( tzui  в iD  задача без начальных условий (  t ) имеет вид  
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iziit uau 22 ,        2,1i ,           wtAtu sin),0(  ,                                    (5.1) 

 

hz  :               21 uu  ,             2211 ukuk zz  .                                       (5.2) 

 

Решение задачи получено в виде температурных волн с частотой w :  
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где 
22 i

i
a

w
v  , четыре параметра ib  удовлетворяют однозначно разрешимой системе алгеб-

раических уравнений, решение которой строится по правилу Крамера. Отсюда решение за-

дачи (5.1), (5.2) строится в конечном виде в элементарных функциях.   
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

  

Полученные результаты являются продолжением и развитием научного направления, 

разрабатываемого в данном проекте и связанного с решением краевых задач математической 

физики в областях с пленочными структурами.  

В целом в 2015 г. получены следующие результаты:  

- разработан новый аналитический метод решения краевых задач в областях с пленоч-

ными границами, позволяющий сводить задачи с пленками к решению обыкновенных диф-

ференциальных уравнений и решению аналогичных классических задач без пленок,  

- дано математическое обоснование полученных результатов: выведены явные фор-

мулы для решений краевых задач с пленками и доказаны соответствующие теоремы суще-

ствования и единственности, 

- решены новые прикладные задачи.  

Решения рассмотренных задач с пленками выражены в виде быстро сходящихся квад-

ратур через решения аналогичных классических краевых задач без пленок. Последнее позво-

ляет для каждого известного решения классической задачи автоматически получать решения 

серии аналогичных задач в данной области с различными пленками.  
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