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РЕФЕРАТ 

Отчет 34 с., 30 источников. 

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ, СИЛЬНО- И СЛАБО ПРОНИЦАЕМЫЕ ПЛЕНКИ, МНОГОСЛОЙНЫЕ 

ПЛЕНОЧНЫЕ ВКЛЮЧЕНИЯ, ПЛЕНОЧНЫЕ ГРАНИЦЫ, ТОЧЕЧНЫЕ МАССЫ, УПРУГИЕ 

КОНТАКТЫ 

Объектом исследования являются краевые задачи математической физики в областях с 

сингулярными возмущениями. Под сингулярными возмущениями понимаются многослой-

ные пленочные включения, пленочные границы областей, точечные массы, упругие контак-

ты и другие структуры бесконечно малой меры с бесконечно большой или бесконечно малой 

концентрацией заданного параметра. 

Цель работы - разработка аналитического метода решения краевых задач с сингуляр-

ными возмущениями. Применение этого метода к решению новых задач из различных разде-

лов математической физики с сингулярными возмущениями. 

Результаты работы: 1) полученные за последние годы результаты систематизированы 

и опубликованы в виде монографии, 2) решены новые краевые задачи с сингулярными воз-

мущениями: задача Пуассона в области с составными пленочными границами, задача о коле-

бании струн с точечной массой, а также задача об оптимальном дебите скважины. С помо-

щью полученных формул рассмотренные задачи сведены к классическим задачам, решения 

которых строятся по известным формулам. 

Результаты работы могут быть использованы 

- при исследование динамических процессов в композитных материалах, содержащих 

наноразмерные пленочные включения и пленочные покрытия, 

- в расчетах колебательных процессов с сосредоточенными нагрузками и с неидеаль-

ными упругими контактами составных элементов (мостов, балок, антенн, крыльев самолетов 

и т.д.), 

- в задачах теплоизоляции зданий посредством пленочных теплоизоляторов, 

- в задачах экранирования загрязненных зон. 

Развитие исследования. Разработанным методом можно эффективно решать множе-

ство новых задач с сингулярными возмущениями. К ним относятся задачи математической 

физики с криволинейными многослойными пленками внутри и на границах областей, задачи 

о колебании объектов большей размерности с комбинациями сосредоточенных нагрузок и 

упругих контактов, задачи с функциональными коэффициентами уравнений при наличии 

пленочных включений и др. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность темы определяется тем, что в современных условиях большой интерес 

имеют задачи тепломассопереноса в средах, содержащих пленочные включения, которые 

моделируют естественные и искусственные экраны, дренажи, проводники, электроды, мем-

браны, изоляторы, теплосберегающие покрытия и т.д. Так, в технике все более широкое 

применение находят композитные материалы, содержащие наноразмерные пленочные вклю-

чения и пленочные покрытия (нанокомпозиты). Ленточные дренажи и завесы-экраны ис-

пользуются в задачах экологии при ограждении загрязненных зон, при перехвате нежела-

тельных и стимулировании полезных потоков. В радиоэлектронике применяются диэлектри-

ки на пленочной основе. Контакты разнородных сред, как правило, не бывают идеальными и 

также могут содержать пленки в виде микротрещин. 

Пленочные включения, несмотря на свой незначительный объем, могут существенно 

влиять на динамические процессы, протекающие в указанных материалах. 

Кроме указанных задач большой интерес имеет исследование колебаний протяжен-

ных объектов с сосредоточенными нагрузками и включениями (точечными массами, упру-

гими прокладками и т.д.), например, колебания нагруженных балок, пролетов мостов, кры-

льев самолетов, антенн и т.д. 

Исследование динамических процессов в материалах с пленочными включениями 

приводит к краевым задачам с обобщенными условиями сопряжения на пленках. В моногра-

фиях В.П. Пилатовского 1966 [1] и Н.И. Мусхелишвили 1968 [2] решение указанных задач 

ищется в виде интеграла типа Коши по контуру пленочного включения, на котором выпол-

няются условия «преломления» потока (условия сопряжения). При этом задачи сводятся к 

решению сингулярных интегральных уравнений. Метод представления искомых решений в 

виде потенциалов с неизвестной плотностью по контуру пленок получил развитие в работах 

[3-9 и др.]. 

В указанных работах рассматриваются задачи сопряжения, соответствующие одно-

слойным пленкам для уравнений с постоянными коэффициентами. Случай трехслойной 

пленки рассмотрен в работе [10], где доказана разрешимость одного класса краевых задач. 

При решении задач о движении струн с точечными массами применяются методы ря-

дов Фурье, преобразований Фурье, численное моделирование, асимптотические методы, ме-

тоды теории усреднения [11-20]. При этом основная проблема заключается в нахождении 

спектра собственных частот. 
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Численные методы для решения краевых задач с пленками малоэффективны, т.к. тре-

буют достаточно мелкой сетки аппроксимации в окрестности пленок, где имеет место резкое 

изменение параметров. 

В данном проекте разработан аналитический метод решения краевых задач математи-

ческой физики в областях, содержащих сингулярные возмущения внутри и на границах об-

ластей [21-29]. Классические граничные условия первого и второго рода соответствуют иде-

альному контакту областей с внешней средой [19]. В данном проекте выведены обобщенные 

граничные условия на границе в виде многослойных пленок, что соответствует неидеально-

му контакту. При этом показано, что в зависимости от количества слоев в многослойной 

пленке порядок производных в граничных условиях может быть произвольным. Также выве-

дены обобщенные условия сопряжения на многослойных пленках, расположенных внутри 

областей. 

Разработанный руководителем проекта метод, названный «Методом свертывания раз-

ложений Фурье» [21-24], позволяет выводить формулы, выражающие решения краевых задач 

в областях с сингулярными возмущениями через решения классических краевых задач без 

сингулярных возмущений с сохранением уравнения и граничных функций. При этом если 

известно решение некоторой классической задачи из рассматриваемого класса задач без пле-

нок, то по выведенным формулам получаем решения серии аналогичных задач с различными 

пленками. Полученные формулы справедливы для линейных дифференциальных уравнений 

с функциональными коэффициентами произвольного типа: эллиптических, параболических 

и гиперболических. 

Суть разработанного метода заключается в следующем. Относительно функции 

U(X, y) рассматривается некоторый класс краевых задач, содержащих обобщенные условия 

сопряжения, например, на пленке X = XQ , где X Е R, y Е Q С Rm . Наряду с этими зада-

чами для функции f (x, y ) рассматриваются аналогичные классические краевые задачи без 

пленки. Для вывода общих формул рассматриваются простейшие модельные случаи указан-

ных задач на плоскости для оператора Лапласа, допускающие применение метода Фурье по 

переменной y (вдоль пленки). При этом исходный класс задач включает задачи, для кото-

рых метод Фурье в указанном смысле неприменим. 

Затем посредством специальных формул в разложении Фурье решения усложненной 

задачи выделяется разложение Фурье решения классической задачи. В результате получены 

формулы, выражающие решения усложненных задач непосредственно через решения клас-

сических задач без разложений Фурье. Далее доказывается, что полученные формулы спра-

ведливы для исходного немодельного класса задач. 
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Полученные формулы имеют достаточно простой вид, т.к. содержат сложность лишь 

от наличия пленок, а сложность от классической составляющей задачи включена в ее извест-

ное решение f ( x , y). Это позволяет в частных случаях строить точные решения задач с 

сингулярными возмущениями в конечном виде в элементарных функциях. 

Вопросы, связанные с классами обобщенных решений и теоремами существования, 

здесь не рассматриваются. Целью работы является вывод явных формул, выражающих ре-

шения задач с сингулярными возмущениями через решения классических задач. При этом 

если существует классическое (или обобщенное [30]) решение классической задачи, то полу-

ченные решения задач с сингулярными возмущениями также являются классическими (или 

обобщенными). 

В работе доказаны теоремы, обосновывающие полученные формулы, и указаны клас-

сы заданных функций в этих формулах. 
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ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 

1 Задачи в неограниченных цилиндрах с пленочными включениями 

В пространстве R m + 1 рассмотрены неограниченные по переменной X Е R цилин-

дры D = (—да < X < да) X (y Е Q С Rm ) при наличии пленочных включений 

X = const. Выведены обобщенные условия сопряжения на многослойной пленке X = 0, 

состоящей из произвольного числа сильно- и слабо проницаемых прослоек и разделяющей 

цилиндр D на два полуцилиндра D1( X < 0) и D j (X > 0 ) . Сильно- и слабо проницаемые 

прослойки моделируются бесконечно тонкими слоями с бесконечно большой и соответ-

ственно бесконечно малой проницаемостью. Здесь используется язык задач тепломассопере-

носа. 

Для функций Щ ( X , y) в D j рассматривается класс краевых задач с неоднородными 

условиями в одном полуцилиндре (что не умаляет общности): 

2 
д Xu1 + Lu1 = 0, M 0 U 1 | (X ,y )ES = 0 , X < 0 > (11 ) 

д Xu2 + Lu2 = H (X, y), Meu2\S = he(X, y), X > 0 (12 ) 

X = 0 : u2 — U1 = F2rU\, k 2 d xU2 — к \ д xU\ = G2rU\ (13) 

где д П = д П I д х П , постоянные к j > 0 характеризуют проницаемость зоны D j по пере-

менной X , 0 = 1 , 2 , . . . , ^ ; S = (X Е R) X ( y Е дО) - боковая поверхность цилиндра D , 

операторы M 0 и L являются линейными дифференциальными операторами по перемен-

ным yt, y = (yi,..., ym) Е Q, операторы F 2 r и G 2 r строятся по рекуррентным форму-

лам 

F2i—1U = F2i—2U : G2i—1U = A2i—1 д 2 ( u + F2i—2u) + G2i—2U , 
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F2iU = B2i ^ x U + G2i—1u) + F2i—1U, G2iU = G2i—1U , 

FqU = GqU = 0, i = 1,..., r . Здесь пленка X = 0 состоит из 2 r чередующихся бесконеч-

но тонких сильно- и слабо проницаемых прослоек с параметрами соответственно 

A, B ,•••, A ^ i , B r , где A = l im kl, B = l im llk, k и l - проницае-

1 2 2 r 1 1 k ^да, l ̂ 0 j k ̂ 0 , l ^ 0 

мость и раскрытие соответствующей прослойки. При этом операторы L, Mo и заданные 

функции H(х, y), ho(X, y) считаются такими, для которых аналогичная классическая 

задача в цилиндре D без пленки вида 

д Xf + Lf = 
0, х < 0, 

H (х, y), х > 0, 
M o f ( X, y Е 

0, X < 0, 
h0 (X, y), X > 0 

(14) 

имеет единственное классическое или обобщенное решение. 

С помощью разработанного метода решение задачи (1.1)-(1.3) выражено через реше-

ние классической задачи (1.4) в виде 

P mj' да - t 
U1(x, y) = X Xakj Je у tk 1f (X — t, y)dt, х < 0, (1.5) 

j=1 k=1 0 

u 2 ( X y) = f (X y) 

-(—1)s 

p mi 
f (—X, y ) — X X b j J e " Y3ttk—1f (—X — t, y)dt 

j=1 k=1 0 
, x > 0 , (1.6) 

где a,kj и b j - постоянные, — у j - корни кратности m j многочлена 

d(Л) = Xk2pr + qr + k1 + k2, q- (Л) и P i (Л) строятся по рекуррентным формулам: 

q = Л A2i—1(1+APi—1)+q—1 Pi = B2i (k1 + q)+Pi—1 i = 1,..., r. 

Po = qo = 0 . 

< < 

да 
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Теорема 1.1. Если функция f (х, y) является решением задачи (1.4), удовлетворя-

ющим вместе с производными, входящими в эту задачу, условию 

| f (х, y) |= O(eylxl), х да, 0 <у< min yj, 

то функции Ui ( X , y) (1.5), (1.6) являются решением задачи (1.1)-(1.3). 

В Приложении А приведено доказательство теоремы 1.1 в случае однослойной сильно 

проницаемой пленки. 

В качестве примеров построены решения задач для однослойных, двухслойных и 

трехслойных пленок. Так, в случае двухслойной пленки ( AB ) решение задачи имеет вид 

да 

u = c J f (х — t, Y)L e —e 
o 

h = cJ f (х — t, y)( e—y1t— e у ) dt 

= f (X, y) + f (-X, y) — J f (—X — t, y)(b1e-y1t — b2e-y2t) dt. 

Аналогично решены задачи в цилиндрах D с двумя взаимно параллельными 

X = 0 , X = l и пересекающимися пленками различных типов. 

0 
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2 Задачи в полуограниченных цилиндрах с пленочными границами и пленочными 

включениями 

Рассмотрены краевые задачи в полуцилиндре D = (х < 0 ) x (y е Q с Rm ) с 

пленочными включениями и пленочными границами. Решены краевые задачи в полуцилин-

дре D с основанием X = 0 в виде многослойной пленки, состоящей из 2 r чередующихся 

сильно- и слабо проницаемых прослоек с параметрами соответственно 

A1,B2, • . . , A2r — 1 , B 2 r . Здесь рассматриваются два типа задач при заданном значении 

( ( y ) искомого решения и заданной нормальной скорости \ ( y ) на внешней стороне 

пленки X = + 0 . Первый тип задач для функции u(x, y) в D имеет вид (1.1), 

U + F2rUlx=0 = ( ( y ) . ( 2 1 ) 

Решение задачи получено в виде 

P mj да 

U(X, y ) = X X bkj J e " y ttk—1f (х — t, y)dt, (2.2) 
j=1 k=1 0 

где f (х, y) - ограниченное в D решение классической задачи вида (1.4), f | х=Q = ( ( y ) 

при H = h = 0 . В случае H(х, y) Ф 0 и h(x, y) Ф 0 решение задачи (1.1), (2.1) строит-

ся в виде суммы полученного решения и решения соответствующей классической задачи. 

Задачи второго типа имеют вид (1.1), 

дxU + G2rUlx=0 = \ ( y ) . ( 2 . 3 ) 

Решение задачи (1.1), (2.3) получено в виде (2.2), где f (х, y) - решение классической за-

дачи в полуцилиндре D без пленки вида (1.4), дXf | X =o= \ ( y ) . 

В качестве примеров решены задач 1 -го и 2-го типов в полуцилиндре D , ограничен-

ном двухслойной пленкой X = 0 . 
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Решены задачи (1.1) в полуцилиндре D = (—да < X < l ) X (y Е Q С R ), l > 0 

с однослойной и двухслойной пленкой X = 0 , лежащей внутри полуцилиндра D и парал-

лельной его основанию, при условии Дирихле на этом основании X = l . Так, в случае силь-

но проницаемой пленки X = 0 решение задачи (1.1), (1.3), U х = l = ( ( y ) получено в виде 

дада 

1 = Y X 1 J e~ptn ДПXf (X1, y) dt, X < 0, U, , X . J E T Д X 
n=0 n!

 0 

да -I да 

U2 = f (X,,y) + X - T ^ i Je—yttn—1дnx[f (X1,y) — f (X2,y)]dt, 0 < х < l, 
n=1 (n — 1 ) ! 0 

где X1 = X — 2nl — t , X2 = — X — 2nl + 2l — t , у = 2/ A, f ( X , y) - решение классиче-

ской задачи в полуцилиндре D без пленки вида (1.4), f | х = l = ( ( y ) . 

Посредством композиции соответствующих операторов решена задача Дирихле для 

уравнения Лапласа в полуплоскости y < l ( l > 0 ) с пересекающимися пленочными вклю-

чениями. 
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3 Задачи в ограниченных цилиндрах с пленочными границами и пленочными включе-

ниями 

Аналогично решаются задачи в ограниченных по переменной X цилиндрах с пленоч-

ными границами и пленочными включениями. Решены задачи в цилиндрах, ограниченных 

по основаниям пленками различных типов. Так решение задачи в цилиндре 

D = (0 < X < l ) X (y е Q С Rm ) , ограниченном по основаниям X = 0 , X = l слабо-

проницаемыми пленками с одинаковым параметром B : 

2 
д xu + Lu = 0, MeU\s = 0 , (3.1) 

получено в виде 

В д хи — и\х=0 = 0 > В д х и + и\х=1 = ( P ( y ) (3.2) 

дада 

и = гУ — f e~2ytt2n |д Xn [ertf (х1, y)] 
r t o ( X n ) \ f l t [ f ( l , y ) ] 

t 

Xn +1 
д Xn+1[eYtf (Xx, y)]\dt, (3.3) 

где х1 = X — l — Xnl — t, X x = — X — l — Xnl — t , Xj < 0 , Y = 1B, f (X, y) - решение 

задачи в полуограниченном цилиндре Dq = (—да < X < 0 ) X ( y е Q) с условием Дирих-

ле на основании X = 0 при сохранении граничной функции: 

д Xf + Lf = 0, M e f s = 0 , f\x=o =P(y). (3.4) 

Теорема 3.1. Если функция f (х, y) является решением задачи (3.4) и при 

X —У—да, n = 0,1,... выполняется условие | д X [e f (х, y ) ] |< C a n e a X , то решение 
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задачи (3.1), (3.2) строится по формуле (3.3), где 0 < (X < , + ve^ a ° ) = 2у , 

c = const, v = e ~ l y . 

Решены задачи с сильно- и слабо проницаемой пленкой внутри цилиндра. Так в слу-

чае сильно проницаемой пленки X = 0 , разделяющей цилиндр D = (—l < X < l ) X 

X (y Е Q С Rm ) на две части D^ (—l < X < 0 ) и D j ( 0 < X < l ) , рассматривается 

класс задач для функций U (X, y ) в Di вида 

2 
а Xй1 + Ьщ = 0 , M

9
U1\S = 0 , U 1 | X=—l = 0 

а XUX + L u x = H (X y ) , Meux\S = he (X y ) , ux\ X=I = <P ( У ) l2\ X= 

X = 0: UX = u1, 5 XUX —d XU1 = Ad xU1. 

Решение задачи получено в виде 

1 f f 
U1 = ^ Z V ( У ) — F ( ^ У )+ X n=0 

+ ^ f e-2^ttndn+1 ( e7' [ f X — t, y ) — f ( X x — t, y)]) dt > 

ux = f ( x y) + = Z \ f ( X 3 , y) — f ( x 4 , y) 
2 n=0 ^ 

U L f e-2pfd _a ( e7 [f (X3 — t, y) — f (X4 — t, y)]) dt 
ri. 0 

f 

14 



где х1 = х — Xnl, XX = — х — Xnl — Xl, х3 = x — Xnl — Xl, х4 =— х — Xnl, xt < 0, 

Y = Xj A, f (X, y) - решение классической задачи в полуцилиндре 

D0 = (—да < х < l ) X (y е Q) вида 

д Xf + Lf = 
H (х, y), 0 < x < l , 

0, —да< x < 0, 
f\x=l =P( y)-

M e f \ s = 
he (x, y), 0 < x < l , 

0, —да< x < 0. 
< 
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4 Задачи в неоднородных неограниченных цилиндрах с пленочными включениями 

Рассмотрены задачи в неограниченных по X цилиндрах D = D1 ( х < 0 ) О1 

О1 Dx ( х > 0 ) , y е Q при наличии сильно- или слабо проницаемой пленки X = 0 для 

уравнений с функциональными коэффициентами в D j вида 

д х [ Kj (х)д хФг ] + Kj (x)L[pt ] = Hq (х, y), M ( ]к х, y)es = ho (х, y), (4.1) 

A 
X = 0: (PX —Ф1 = В К 1 Д ХФ1, K X д XPX — К1д х( = ~ д х (К1д xPl), ( 4 2 ) 

K1 

где Hq = ho = 0 при X < 0 ; и либо A = 0 , либо B = 0 , функция Kj ( х ) > 0 характе-

ризует проницаемость зоны Dj по переменной X . Задачи (4.1), (4.2) решены для функций 

K j (х) = pj [ 1 + (—1)Iqjx]2, где pj > 0 , qj > 0 (нули функций Kf ( Х ) лежат вне Dj ), 

т.е. проницаемость зон Dj возрастает при удалении от пленки X = 0 . Полагая 

P = Ч [1 + (—VfqjX] 1 , для функций иj (X, y) получены задачи типа (1.1)-(1.3), кото-

рые решаются разработанным методом. Так, в случае сильно проницаемой пленки X = 0 

при A Ф P функции Uj ( X , y) получены в виде 

Щ = Щ да f (X — t, y) (Yxe~Yxt — ne-Y1t) dt, х < 0, 
o 

u x = f ( X y)— f ( - X y) + 

+ %\f(—x — t, y) (Yxe~Yxt —Ye ~Y1t) dt, x > 0, ^ o 
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где P = (Р1 + Px) 2[4( pq + Pxqx)]_1, 7J = [P1 + PX + (—1) jVT](2A)—1, 

T = ( p 1 + p2) — 4A(p1q1 + p2q2), f (X, y) - решение задачи (1.4) при 

H = H0 (X, y ) [ p 2 (q2X + 1)] — 1 , h = (q2X + 1 )h 0 (X , y). В частности для уравнения 

div[ Kt (x)V(] = 0 

полученные формулы выражают решения краевых задач для указан-

ных функций K i ( x ) при наличии пленки X = 0 через гармонические функции f ( x , y) с сохранением их особых точек. 
Доказана теорема двойственности, позволяющая по известным решениям задач (4.1), 

(4.2) для функций K i ( x ) с сильно (слабо) проницаемой пленки X = 0 строить решения 

аналогичных задач для функций 1 / K I ( x ) со слабо (сильно) проницаемой пленкой X = 0 . 

Отсюда получены решения задач (4.1), (4.2) для функций Ki ( x ) = pt [ 1 + (— 1) i q i x ] 2 , 

при этом проницаемость зон D i убывает при удалении от пленки X = 0 . 

Также решены задачи (4.1), (4.2) для функций Kj ( x ) = p^th (X — Xt), где 

pi , X1 > 0 , X 2 < 0 ( K i ( x ) > 0 в Di ), т.е. проницаемость зон Di возрастает при 

удалении от пленки X = 0 до конечных значений. Полагая 

(pt = & j U j — cth[ai (X — Xj)] а X U j , для функций ui (X, y) получены задачи типа (1.1)-

(1.3 ), которые решаются разработанным методом. 

Используя теорему двойственности, решены задачи (4.1), (4.2) для функций 
2 

Ki ( x ) = pi cth (Xi ( x — Xi), при этом проницаемость зон Di убывает при удалении от 

пленки X = 0 до конечных положительных значений. 

Решены задачи (4.1), (4.2) для различных комбинаций функций K i ( x ) в D1 и DX , 

рассмотренных выше, при этом функция проницаемости во всем цилиндре D по перемен-

ной X может быть монотонной, а также может иметь максимум или минимум. 
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5 Двумерные задачи 

5.1 Пленочные включения в виде параболы 

Решены задачи для уравнения Пуассона на плоскости X, y с сильно- или слабо про-

ницаемой пленкой в виде параболы. Так в случае сильно проницаемой пленки 

.2 /2 _ . 2 /2 
X = ay — l , разделяющей плоскость на две зоны D1 ( x > ay — l ) и 

2 2 2 1 
DX ( x < ay — l ) , a = ( 4 l ) ( D 1 - внутренняя, а DX - внешняя зоны) задача в па-

2 2 

раболических координатах cf ,T (X = Е, — J , У = — f < ^ < f , 0 < J < f ) 

имеет вид 

9 9 
а 2 u 1 + а 2 u1 = 0 , 0 < j < l , (5.1.1) 

9 9 
А^+AXU2 = H ( € , J ) , L < J < F , (5.1.2) 

U1 ( £ 0 ) = U1 ( 4 , 0 ) , а n u x ( £ 0 ) = — а ^ ! ( — £ 0 ) , (5.1.3) 

TJ = l : u 2 = u1 , ата2 —а^Щ = АаХ u1. (5.1.4) 

Условия (5.1.3) выражают непрерывность искомого решения и нормальной производной на 

разрезе S0 ( x > 0 , y = 0 ) основной плоскости. Применяя разработанный метод, решение 

задачи (5.1.1)-(5.1.4) получено в виде 

U 
f -I f 

1 = 7 Z 1 J e-7ttnа n [f ((—1) + 
n=0 n . 0 

+ f ((—1) n + 1 ^ , T x ) ] d t , 0 <T< l, (5.1.5) 
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да -I да 

= f (4, Л) — f (—4,—Л + Xl) + Y Z - J e-Y,f д n [f ((—1) x 4,Лз) + U X = J ( 4 , Л ) — J ( — 4 , — Л + X L ) + / Z ~ , J E 1 Д t 

n=0 N !
 0 

+ f ( ( — 1 ) , Л > l, (5.1.6) 

где л1 = Л — Xnl — t, vx = —Л — Xnl — t, л3 = —Л — Xnl + Xl — t , y = X A > 0 , 

f (4, Л) - решение классической задачи на плоскости 4, Л без пленки 

д2^ + д2^ = 
н(4,л), Л > l, 

Л / ( 5 1 7 ) 
0, Л < l. 

Теорема 5.1. Если функция f (4, Л) является решением задачи (5.1.7) и для любого 

n = 0,1,... выполняется условие \ д\^f (4, Л) \< Caneari\ Л — , где 0 < a < a 0 , 

a o ( 1 + e 0 ) = Y , C = Const, то решение задачи (5.1.1)-(5.1.4) строится по формулам 

(5.1.5), (5.1.6). 

Показано, что функции и (4,Л) (515) , (5.1.6) являются решением краевых задач в 

области 

G(—b <4 < Ь,Л> 0 ) , которой на плоскости (X, y) соответствует область, 

ограниченная параболой X = Ь — y2/(Ab2') и содержащая пленку в виде отрезка парабо-

лы X = y 
l / ( 4 l 2 ) — l 2 , — Xbl < y < Xbl. В указанных формулах f (4, Л) - решение 

аналогичной краевой задачи без пленки. 

19 



5.2 Трехслойное пленочное включение в виде луча 

Рассмотрена плоскость X, y , содержащая трехслойную пленку в виде луча 

s(x > 0, y = 0), когда пленка состоит из слабопроницаемой прослойки y = 0 с примы-

кающими к ней сильно проницаемыми прослойками y = + 0 и y = —0 (X > 0). 

В параболических координатах 4,Л рассматривается задача для уравнения Пуассона: 

9 9 
д | и + дЛи = H(4Л) , Л> 0 . (5.2.1) 

и 4 0 ) — и(—4,0) = X B f t ^ & O ) — Ac>Xи40)], (5.2.2) 

ДЛИ(40)+ДЛИ(—40) = A [CX и(4,0) + CX и(—4,0)]. (5.2.3) 

При этом трехслойная пленка в виде луча моделируется вырожденными параболами. 

Решение задачи выражено через решение классической задачи на всей плоскости 

С, = 4 + j Л вида (5.1.7) по формуле 

и f ( 4 , Л) — f(4,—Л) + Xyj AB (YxeY — Y1e-n1 4—Л — t) + 

+e-YtFx(4,~V — t ) dt, (5.2.4) 

где B Ф 4A, Fj(4,Л) = ]-[/(4,Л) + (—1) j f (—4,Л)]. Y = 1A > 0 . 
X 

Y j = [B + (—1)]4t](XAB)~\ T = B(B — 4A). 

Теорема 5.2. Если функция f (4,Л) является решением задачи (5.1.7) и при 

Л — —да удовлетворяет условию \ f (4, Л) \< Ce5V, где 0 <8 < min(Re Yj, Y) при 

B Ф 4A, то решение задачи (5.2.1)-(5.2.3) имеет вид (5.2.4). 
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5.3 Разрывное включение типа сильно- и слабо проницаемых пленок 

Рассмотрим плоскость z = X + iy, содержащую сильно- и слабо проницаемые плен-

ки в виде лучей соответственно S1 ( x < —a, y = 0 ) и SX ( x > a, y = 0 ) . В эллиптических 

координатах £, J ( X = a c h £ COS J , y = a s h £ Sin J , 0 <J<n) рассмотрена задача 

9 9 
а£ u+а 2 u = H ( £ , J J ) , 0 < j < ж , (5.3.1) 

u(£,ri) — u(—£,ri) = 2Ва Tu(—£,n), а Tu(£,ri) = —а Tu(—£,n), (5.3.2) 

u(£,0) = u(—£,0), а T u(£,0)+а T u(—£,0) = 2 Аа X u(£,0) . (5.3.3) 

Теорема 5.3. Если функция f ( £ , J ) на плоскости ( = £ + i J является решением 

задачи 

^ X f + а Xf = 
H(£, T), T Е (0, ;r), 

0, T ё (0, ^) 

и при J — д л я любого n = 0,1,.. . выполняется условие 

I а"] [enTJ f (£, j )] |< ca"eX J , где 0 <a<ak, ak(1 + vke2Xk") = X7k, 

Vk = e ^Ж7к , то решение задачи (5.3.1)-(5.3.3) строится по формуле 

u = f (£, j ) — F1 (£,—j ) + FX (£,2ж — j ) + 

f 1 f 

+ Z 1 tn—1 [ e " 2 7 1 t аn °1 + e"272t(5ПФХ + а Г Ч ) ] d t , 
n=1 V" V 0 

где Fk (£, T ) = 1 [ f (£, T ) + (— 1)k f (—£, T )]. 
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ф = eY1 [ F (4, Pn) — F (4,—Pn) + F (4, qn) — F1 (4,—qn)], 

Ф x = eYyt [ Fx (4,—qn+1) + F2 (4, pn) + F2 (4, qn ) + F2 (4,—Pn—1)] 

Фо = XYx eY [ f ( 0 , ж + Ло +1) + f (0,—Ло — t)], 

pn =Л + 2ЖХ +1, qn =Л — 2ЖХ — t, л0 =Ж(2П +1), 0 < л < ж , Y1 = 1B, 

Yx = 1A 

5.4 Задачи в областях, ограниченных последовательно соединенными сильно- и 

слабо проницаемыми пленками 

Для функции и(X, y) в квадранте D(X > 0 , y > 0 ) рассмотрена задача со сме-

шанными граничными условиями вида 

Ли = 0, (х, y) е D, 

B C X u — и\х=о =P(y), А С У щ — С У щ \ У = О = ¥ ( Х ) . ( 5 4 1 ) 

Граничные условия (5.4.1) соответствуют условиям на слабопроницаемой пленке X = 0 с 

параметром B и на сильно проницаемой пленке y = 0 с параметром A. Решение задачи 

получено в виде 

-< да да 
и(х, У) = — — f f e~ Y 1 t — Y x T f (x +1, y + T) dtdr, 

A T) J J 
0 0 

где f ( X, y) - решение смешанной задачи в квадранте D с классическими граничными 

условиями первого и второго рода: 
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А/" = 0 , fx=0 = ( 0 ( У ) , а yfy=0 = ¥ 0 ( x ) , 

f ( x , y ) = 0 ( X ) , (0 (У ) = A ( ' ( У ) — ( ( У ) , ¥0 ( x ) = B ¥ ( x ) — ¥ ( x ) 

5.5 Задача о движении неограниченной струны с точечной массой 

Рассмотрена задача о движении неограниченной струны (стержня) — f < X < f с 

массой m , сосредоточенной в точке X = 0 , вида 

2 2 
= 0 , U1\t=0 = 0 , a t U l \ t = o = 0 , X < 0 , ( 5 5 1 ) 

2 2 
а x U 2 — а 2 U 2 = 0 , U2\t=0 = ( ( x ) , a t U 2 \ t = 0 = ¥ ( x ) , x > 0 , ( 5 5 2 ) 

x = 0 : u 2 = u1, а xu2—а Xu1 = та 2xu1, (5.5.3) 

где 0 < t < f , t - время. Решение задачи (5.5.1)-(5.5.3) получено в виде 

u 1 ( x , t ) = 7f e 7zf ( x — z , t)dz, x < 0 , (5.5.4) 

f 

u 2 ( x , t) = f ( x , t ) — f (—x, t ) + 7I e~7z f (—x — z , t)dz, X > 0 , (5.5.5) 

где 7 = 2 / m, f ( x , t ) - решение классической задачи Коши вида 

а 2xf—а;
2 f = 0, — f < x <f, (5.5.6) 
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f \t=0= 
0, x < 0, 

( ( х ) , x > 0, 
д tf\t=0= 

0, x < 0, 

у/(х), x > 0, 
(5.5.7) 

при этом функция f ( X , t ) строится по известной формуле Даламбера. 

В предельных случаях при m —> 0 и m —> да из полученных формул следуют клас-

сические случаи движения струны без массы и движения полуограниченной струны 

0 < X < да с закрепленным концом X = 0 , что согласуется с физическими представления-

ми. Отсюда формулы (5.5.4), (5.5.5) описывают движение струны в промежуточных случаях 

к указанным предельным случаям. 

Рассмотрен конкретный случай задачи, решение которой получено в конечном виде в 

элементарных функциях. Построены графики струны с точечной массой в различные момен-

ты времени с определенным шагом. 

< 

5.6 Задача о движении неограниченной составной струны с упругим контактом 

Рассмотрена задача о движении неограниченной струны, состоящей из двух кусков, 

концы которых в точке X = 0 соединены упругой прокладкой типа пружинки: 

2 2 

дхщ -д(щ = 0 , и\t=0 = 0 , dtu^t=0 = 0 , х < 0, (5.6.1) 

2 2 
д Хи2 - д и = 0 , u2\t=0 = ( ( х ) , ctu2\t=0 = ¥ ( х ) , Х > 0 , ( 5 6 2 ) 

х = 0 : Г ( и 2 - и\) = д XU1 , дхи2 = д х и \ , ( 5 6 3 ) 

где 0 < t < да, у = В / к , B - жесткость пружинки, к - модуль силы натяжения струны. 

Решение задачи (5.6.1)-(5.6.3) получено в виде 

да 

U\(X, t ) = yf e~yz f (х - z, t )dz, x < 0 , (5.6.4) 

0 
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f 

u2(x,t) = f (x , t ) + f (—x,t) — 7Ie~7Z f (—x — z , t ) d z , x > 0, (5.6.5) 
0 

где f (X, t ) - решение классической задачи Коши (5.5.6), (5.5.7). 

В предельных случаях при В —> 0 и В — > f из формул (5.6.4), (5.6.5) следуют 

классические случаи движения полуограниченной струны 0 < x < f со свободным концом 

и движения неограниченной непрерывной струны, что согласуется с физическими представ-

лениями. 

Приведен пример точного решения задачи в конечном виде в элементарных функци-

ях, и построены графики струны с определенным шагом по времени. 

5.7 Задача об оптимальном расположении дренажа под бетонной плотиной 

Рассмотрена задача о фильтрации жидкости под непроницаемым основанием плотины 

в вертикальной плоскости среднего сечения плотины. Основание плотины имеет форму вы-

тянутого эллипса L , на котором расположен сток заданной мощности, моделирующий раз-

грузочный дренаж. Под действием различного уровня воды в нижнем и в верхнем бьефах 

происходит нежелательная фильтрация под плотиной, которая при большой скорости в ниж-

нем бьефе может привести к размыву фундамента плотины. Найдены оптимальные коорди-

наты стока, при которых скорость фильтрации в точке выхода воды в нижний бьеф равна ну-

лю. Для потенциала u ( X, y ) задача имеет вид 

Au = 0 , U\y=0 = 
0, x > a, 5U 

- Г - = 0 , Uy\x=a, y=0 = 0 , ( 5 7 1 ) — p, x <—a, an\ L 

причем функция u ( X , y ) в точке A ( X 0 , У 0 ) ^ L имеет логарифмическую особую точку 

Q 2 2 типа стока заданной мощности Q : ln[( X — X0 ) + (У — У0 ) ] , уравнение эллипса 
4п 

L имеет вид 
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L 
Г 2 2 \ 

X У л л 
X, У: — + 72 = \, У < 0 a b v 

a 
J 2 

' \ Л 

ro + -
V ro J 

b = 
2 

\ 
ro 

V ro J 

Го > \ - заданная постоянная. Координаты оптимального расположения стока в точке A 

получены из последнего условия (5.7.1) в виде 

Хп = 
2 

' \ Л 

ro + -
V ro 

f л л 
cos а0, Уо = 

2 
r 

V ro 
sin а. 0 

где а0 = -2 arctg Q_ 
2p 

1 \ 

1 \ 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе развит аналитический метод, позволяющий решать новые краевые задачи в 

областях с сингулярными возмущениями. Разработанным методом решены краевые задачи в 

цилиндрах и полуцилиндрах: 

а) с многослойными пленочными включениями; 

б) с границами областей в виде многослойных пленок; 

в) с двумя параллельными сильно- и слабо проницаемыми пленками; 

г) с пересекающимися пленочными включениями различных типов; 

д) с пленочными включениями для уравнений c функциональными 

кусочно-непрерывными коэффициентами определенных классов; 

задачи на плоскости: 

а) с криволинейными пленочными включениями в виде параболы; 

б) с трехслойным пленочным включением в виде луча; 

в) с разрывным пленочным включением в виде лучей, 

г) с последовательно соединенными сильно- и слабо проницаемыми пленками; 

а также задачи о движении неограниченной струны с точечной массой и упругим контактом. 

Решения всех рассмотренных задач выражены через решения аналогичных классиче-

ских краевых задач без сингулярных возмущений. При этом для каждого известного решения 

классической задачи полученные формулы дают решения серии аналогичных задач с раз-

личными пленками. 
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Приложение А 

Доказательство теоремы 1.1 в случае сильно проницаемой пленки 

Рассмотрим для функций Uj ( X , y ) в D j класс краевых задач (1.1), (1.2): 

д xul + LuY = 0, M e U 4 X , y ) e S = 0 ' X < 0 ' (А1) 

д Xux + Lux = H (x, y), Meu 
x | ( x , y ) e S - , l e 

= he(x, y ) , x > 0, (А.2) 

с условиями сопряжения (1.3) для сильно проницаемой пленки x = 0 вида 

x = 0: u x = щ, кхдxuX - кхдxul = A дXux. (А3) 

Выразим решение этой задачи через решение классической задачи (1.4): 

д xxf + Lf = 
0, x < 0, 

H (x, y), x > 0, 
Mef( x, y )eS 

0, x < 0, 
he(x,y), x > 0. 

(А4) 

Следуя разработанному методу, для вывода общих формул рассмотрим частные мо-

дельные случаи задач (А.1)-(А.3) и (А.4), допускающие применение метода Фурье по пере-

менной y (вдоль пленки). В качестве модельных задач рассмотрим простейшие случаи за-

дач (А.1)-(А.3) и (А.4) для оператора Лапласа ( Д = дx + д x ) на плоскости вида 

Дщ = 0 , x < 0; Дщ = H(x, y) , x > 0 (А.5) 

при выполнении условий сопряжения (А.3) и 

Дf = 
0, x < 0, 

H (x, y) , x > 0, 
| f |= O(l), x 2 + y 2 ^ ^ , (А.6) < 
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где H е C\( X > 0 ) . Выразим решение задачи (А.5), (А.3) через решение f ( х , у) класси-

ческой задачи (А.6). 

Предположим, что функция f ( 0 , У) разлагается в интеграл Фурье с коэффициента-

Фурье f (Л): ми 

да 

f (0, У ) = J g dЛ, g(у, Л) = f\ sin Лу + f 2 cos Лу. (А.7) 
о 

Отсюда функция f ( х , У) в полуплоскости X < 0 , где она удовлетворяет уравнению 

Лапласа (А.6) имеет вид 

да 

f (х, у) = J eЛхgdЛ, х < 0. (А.8) 

Представим решение модельной задачи (А.5), (А.3) в виде 

да да 
С 7 Г si 

и\(х,у) = J аце XgdЛ, и2(х,у) = f (Х,у) + J а2е~ XgdЛ, (А.9) 

где функция g ( у , Л) имеет вид (А.7), аг (Л) - неизвестные параметры. 

Приравнивая в условиях сопряжения (А.3) коэффициенты слева и справа при функ-

ции g ( у , Л) под знаками интегралов (А.8), (А.9), находим 

2 ^ . 2к0 
а = 2 — , а =-\ + и = , а = - \ + 

1 А(Л + у) 2 А(Л + у) 

где 

кл + ко 
У= д . (А10) 

о 

о 0 

33 



При этом с учетом разложения функции f ( х , у) (А.8) решение Uj (А.9) задачи (А.5), (А.3) 

примет вид 

2 к да &Лх2 
U (х,у) = — 2 J ^с1Л, х< 0, 

\ ( , A J Л + у 
(А11) 

2 к ^^ в~Лх а 
U2 (х, у) = f (X, у) - f (-Х, у) + —2 J dЛ, Х> 0 

А о Л + у 
(А. 12) 

Из разложения функции f ( х , у) (А.8) следует формула 

да , да е Л х g(У л ) 

J е (х -1, у) dt = J е g ( У , Л ) Л х < 0, у > 0. 
о о Л + у 

Отсюда функции Uj (X, у) (А. 11), (А.12) непосредственно выражаются через функцию 

f ( x, у) без разложений Фурье: 

2к2 

А 
J Е p f (х -1, у) dt, х < 0, (А.13) 

и 
2к 

= f ( x , у) - f ( - x , у) + 2-2 J еу^(-х -1, у) dt, х > 0, (А.14) 
A J 

где у > 0 имеет вид (А.10). Выражения справа (А.13), (А.14) являются операторами, дей-

ствующими на функцию f ( х , у) по одной переменной X ( у - параметр). Отсюда форму-

лы (А.13), (А.14) дают решение общих классов задач (А.1)-(А.3), где f (X, у) - решение за-

дачи (А.4), удовлетворяющее условию | f (х, у) |= 0(еаХ), X да, 0 < а < у, что 

проверяется непосредственно. 

да 

0 
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